Condensazione di Einstein in un potenziale armonico

L. P.

28 agosto 2015

1 Numero di vettori interi con somma fissata

Vogliamo calcolare il numero di vettori d-dimensionali con elementi interi non negativi la cui

somma ha un valore fissato n:
Na(n) = E 0. ki - (1)
k1,....kq

Definiamo la funzione generatrice I'y(z) = > " ;2" Ny(n). Si ha

oo o0 d
Ta(2) =3 % b5 pne" = <Z_:Ozn> -7 jz)d_ (2)

n=0k1,....kg

Quindi, per il teorema di Newton, si ha

. (3)

n n!

Nd(n):(_l)d<—d> _d(d+1)-(d+n-1)

Percid Ny(n) € un polinomio in n di grado d — 1. Si ha in particolare

Nz(n) = n+1; (4)
Ny(n) = “(”;1) (5)

2 Funzione di partizione gran canonica

Consideriamo un sistema di bosoni di massa m in un potenziale armonico d-dimensionale

1
Ulr) = gmkr?, (6)

nell’ensemble gran canonico.
Gli stati di singola particella sono identificati da un vettore d-dimensionale di interi non

negativi k = (k1,...,kq) la cui energia ¢ data da
d d
€ = hwg <‘_Elki+2> . (7)

Quindi la funzione di partizione gran canonica a temperatura T e potenziale chimico p € data

da
InZ = — Zln {1 - e_(e’“_“)/kBT} . (8)
k



Il numero medio di particelle ¢ dato da

1
N = Zk: o (e kT — 1" )

Il potenziale chimico u deve soddifare la condizione

p< d% = Ho- (10)
Quando g — pg, il termine corrispondente a k = (0, .. .,0) nella somma (9) diverge. Separiamo
questo termine dagli altri: / .
N=1t Y amtnoT =
dove abbiamo introdotto la fugacita
z = e (Ho—w)/ksT (12)
e la somma percorre tutti i valori di k, eccetto (0,...,0).

3 Numero di particelle negli stati eccitati

Il numero di particelle negli stati eccitati ¢ dato da
N=y'_ 1 13
_Zeek/kBT/z_l' ( )
k
Calcoliamo questa somma introducendo n = 2?21 k;. Otteniamo cosl

ez — 1’
dove .
wo
= 15
K= T (15)

Approssimiamo questa somma con un integrale:

> = [ fio). (16)

L’uso di questa espressione ¢ reso scomodo dal fatto che la somma comincia con n = 1 invece
che n = 0. Ponendo n = p + 1 si ottiene un’espressione pitt comoda:

 Na(p+1)
/_
N _Zenp/zl_l’ (17)
p=0
dove
2 =ze ™" (18)

Valutiamo l'integrale:

g ent /2l —1°



Otteniamo

00 o
¢ _
I(¢) = / dxmkz,z'e rbw
0 =1

o0 00 00 l
_ y) a _ Z
= Z(,%) (k1) 5/ / dz 2Fe™ = D(k + 1)~ *+D Z R
=1 0 =1
= T(k+1)r ®H g (), (20)
dove
w=>% (21)
/=1

e la funzione polylog.
Otteniamo cosi

N {mgxzv + 267 1g1(2), per d =2;

-3 / 3,2 / _ / d = (22)
k°g3(2") + 557 %g2(2") + k=1g1(2"), per d=3.

4 Limite termodinamico

Parametrizziamo il potenziale armonico con un parametro energia ug e un parametro di lun-
ghezza Ry:

mef = . (23)
0
per cui
ug 1

Definiamo il limite termodinamico come N — oo, wg — 0, con p = N/ Rg = const. Abbiamo

allora
_ oy
wo = m <N) ’ (25)

mﬁﬂ:lfﬁ(ngﬁww,
kgT  kgT V m T

N
h UO 1d

To = — ) —p'/?, 2

0 kg mﬂ (7)

2

N(Tlo) gg(z’)+2\/NTlogl(z’), per d = 2;
3 2

N (F) 95z + 3N (£ ) 92 + NV () kign(+'), per d =3,

(26)

dove T & definito da

Otteniamo cosl

N’ ~ (28)

In entrambi gli sviluppi il primo termine domina nel limite termodinamico. In questo limite, il
massimo valore di 2z’ ¢ pari a 1. Quindi N’ non puo superare

2 2
N N (Tlo) 92(1) =N (%) %2, per d = 2;
- 3
N (Tlo) r(3), per d = 3.

max

(29)



Troviamo cosi la temperatura di transizione:
V6/m = 0.7797, per d = 2;
Te=To-4 , / (30)
1/¢r(3) = 0.9405, fper d = 3.

Notare che g1(z) diverge per z — 1, e che quindi & necessario prendere prima il limite termodi-
namico, e passare poi alle basse temperature, per osservare la transizione.

Nell’esperimento di Cornell e Wieman del 1995, N ~ 210 atomi di rubidio (Rb) sono stati
portati a temperature dell’ordine di 170 nK. In queste condizioni, hw ~ 0.09 kgT ~ 2.101073" J,
per cui w ~ 2.0103 s~!. La massa di un atomo di rubidio & pari a 87/Na = 14.2510723 g, dove
Np = 6.0210723 & il numero di Avogadro. La lunghezza caratteristica “di confinamento” & data

da ¢ = \/h/mw = 0.602 pm.
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